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Soit K un corps de fonctions en une variable sur un corps quasi-fini. 
Dans ce travail, nous montrons que si K satisfait  la loi de reciprocite (on
sait par [14] que de tels corps existent), l’application c bord 
6’; H’(K, G) -P H2(K, cl) est surjective (G dbigne un K-groupe semi-simple 
deploy& G un rev&tement universe1 de G, p le noyau de l’isogenie G + G 
que l’on supposera separable). D’autre part, nous montrons que si X est un 
modele projectif non singulier de K, l’application cobord 6l: H’(X, G) + 
H*(X, p) est aussi surjective, X &ant muni de la topologie f.p.p.f. Dans le 
cas 06 K est un corps de nombres ou un corps de fonctions enune variable 
sur un corps fini, les equivalents deces resultats sont vrais (par exemple 
pour les corps de nombres, le deuxibme resultat  ete Ctabli par G. Harder 
dans [ 11 I). Nous montrons de plus que si K est un corps de fonctions en
une variable sur un corps quasi&i du type k,(( T)), G = G un K-groupe 
semi-simple simplement connexe deploy&, IIL r(G) = Ker (H’( K, G) + 
n, H’(K,, G), u decrivant toutes les places de K} = 0 et que si G est semi- 
simple deploye mais non simplement connexe, alors IJL ‘(G) = 0 si et seule- 
ment si Br(X) = 0, cette derniere condition ktant ttroitement lice ala vali- 
dite de la loi de reciprocite pourK. Applications a la cohomologie dessche- 
mas en groupes emi-simples sur les schtmas propres au-dessus de 
Spec(k,[ [ T]]), irriductibles non singuliers et de dimension 2. 
On appelera corps global uncorps K du type suivant: (1”) ou K est un 
corps de nombres; (2”) ou K est un corps de fonctions e  une variable sur 
un corps k de dimension cohomologique < 1:K peut etre, par exemple, un
corps de fonctions e  une variable sur un corps fini ou encore un corps de 
fonctions e  une variable surun corps quasi-fini k. Rappelons que les corps 
quasi-finis no  finis etnon pathologiques sontde deux types (Rim et Wha- 
ples [141): (a) les corps k de caracteristique non n lle qui sont algebriques 
sur les ous-corps premiers k, et ont un degre p-primaire fini pour tout p
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premier, i.e., tels que [k: k,] = n,p “p, vp < cc; (b) les corps k= k,(( T)) oti 
k0 est algtbriquement clos de caracteristique null . 
I. LA CONDITION (c) 
S0it.K un corps global. Appelons (C) la condition suivante sur K: 
“L’application Br(K) + C, Br(K,) ou u decrit les places de K est injec- 
tive”. 
Dans le cas d’un corps global K dtlini sur un corps quasi-fini, o  sait par 
[14] que la validite de la condition (C) pour toutes les extensions linies 
abeliennes de K implique la validite de la loi de riciprocite pour K. (C) est 
satisfaite dansles trois cas suivants: 
(a) K est un corps de nombres ou un corps global acorps residue1 k 
tini, 
(/I) K est un corps global dont le corps residue1 k est quasi&i du 
type (a) rappele prtcedemment (cf. ledeuxieme cas du $2 de [S]). 
Dans les deux cas precedents, oute xtension galoisienne finie d K satis- 
fait encore a (C) et K satisfait a laloi de reciprocite (pour (/I), cf. [14]). 
(y) K est le corps des fonctions d’une courbe X projective, non singu- 
here, dtfnie sur un corps quasi-lini k dutype (b) precedent (i.e., k = k,( (T)) 
avec k0 algebriquement clos de caracteristique nulle), laJacobienne d X 
ayant modulo (T) une reduction additive (done “tres mauvaise reduction” 
au sens de [S] ). On a montre dans [S], troisieme cas du $2, que la condi- 
tion (C) ttait alors atisfaite. Mais contrairement a ce qui se passe pour les 
cas (E) et (/I), siK’ est une extension galoisienne linie de K, K’ ne satisfait 
plus necessairement a lacondition (C). Considerons par exemple le cas oti 
K est de genre 1 (i.e., tlliptique). On sait par Tate [ 16, p. 1891 qu’il existe 
une extension galoisienne linie (Cvidemment ramiliee) k’ de k telle que X 
admette sur k’ ou bonne reduction ureduction multiplicative. Mais dans 
chacun des deux cas, il resulte d [8] que Br(X Ok k’) # 0 done que le 
corps des fonctions K’ de X Ok k’ ne sat&fait plus a la condition (C). Plus 
precisement si ME k,[ [T] J, X Ok k’ a bonne reduction et 
Br(X Ok k’) N (Q/Z)‘; si j(X) 4 k,[[T]], X Ok k’ a une reduction multi- 
plicative; j(X Ok k’) a alors un pole dans k’ et il a encore un pole dans 
toute xtension k” de k’. 11 en resulte que si j(X) 4k,[ [T]], pour toute 
extension finie k” de k’, X Ok k” ne peut avoir bonne reduction, done a 
une reduction multiplicative et Br(X Ok k”) = Q/Z. 
1.1. PROPOSITION. Supposons que K soit un corps global satisfaisant ci la
condition (C). Soient G un K-groupe semi-simple dbployb, e un revgtement 
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universe1 deG. Supposons I’isoghie :+ G centrale; soit p son noyau. Alors 
l’application cobord 6’: H’(K, G) -+ H*(K, p) est surjective. 
Pour un corps de nombres ou un corps global a corps residue1 Iini, la
demonstration a et& &rite dans [3], G &ant un K-groupe semi-simple 
quelconque (une autre demonstration a Ctt donnee dans le cas dun corps 
de nombres dans [ 1, p. 89 et thtorbme 3.2, p. 901). Mais elle vaut plus 
gentralement pour la proposition 1.1. Elle utilise la2-cohomologie non 
abelienne; c’est d’ailleurs l’un des inter&s de cette derniere: les autres 
methodes (celle d [lo, p. 408, prop. 5.5.51 et [ 11, p. 1881, par exemple) 
imposeraient quel’on se restreigne au cas dun corps global acorps residue1 
lini. Rappelons la demonstration de [3]. Elle consiste a montrer que sous 
les hypotheses dela proposition 1.1, toutes les classes deH*( K, G) = H2( K, 
lien(G)) (cf. [93 pour la definition de l’ensemble H*(K, lien(G))) sont tri- 
viales. G admet un tore maximal deployt F; sous la condition (C), l’appli- 
cation jy): H2(K, T) + n, H*(K,, F), v ecrivant toutes les places de K, est d’ 
injective. 11 rtsulte alors du diagramme 
0 0 
H’(K; Ta,,) = H’(K, G,Jd=O -+ H*(K, Z(G)) -+ H*(K, T) (*) 
I I 
J$, 
I 
Jet” 
n H’(K,, Ta:,,) = n H’(K,, G,,,f= 0+ n H*(K,, Z(G)) + n H*(K,, T) 
” ” ” L’ 
(**) 
dans lequel lignes et colonnes sont exactes, (*) et (**) ttant deduites dela 
suite xacte 0+ Z(G) + T + Faad + 0, que Ker j(&, = 0 (d = rang de 
T= rang de Fad). 
D’autre part, par [9, Theoreme 3.3.3, chap. IV], H*(G) = H*(K, G) est 
un espace principal homogtne sous H2(Z(G)) = H*(K, Z(G)) et l’applica- 
tion H*(G) -, II, H*(eA q -+ LI, qu, est un morphisme d’espaces princi- 
paux homogenes compatibles avec les actions respectives d  H2(Z(@) et 
n, H*(Z(c,)). Considtrons alors le diagramme 
H*(Z(@) c,‘zic, n H*(Z(G,)) 
i 
u 
f 
H*(G) - n HZ@,) 
0 
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oti le symbole vertical -++ designe la relation i duite par l’inclusion de 
Z(G) dans G et d&rite dans [9]. Dans 0, - est compatible a la 
localisation; cecisignilie qu si q E H2(c) est en relation avec ix EH’(Z(G)) 
autrement dit si c1- q, si $ et 5!Jq sont des representants respectifs de c( et 
4, @,,: 9X --) % un morphisme de K-gerbes lie par l’inclusion Z(G) 4 G, 
alors, pour tout u, Garq induit le morphisme (Qp,,),: (%,,), + (gq), (tvidem- 
ment lie aussi par l’inclusion Z(c,) 4 c’,) c’est-a-dire que,pour tout U, 
a, - qv par la relation H2(Z(c0)) - H2( G,). Puisque j!$, est injectif et 
que H2(c)+fl, H*(G’,) est un morphisme d’espaces principaux 
homogenes compatible avec les actions deH2(Z(G)) et n, H’(Z(c,)), l’ap- 
plication q + n, qv de H2(G) dans n, H2(G,) permet d’identifier H’(c) a 
un sous-ensemble de n, H’(G,). 
Or, par le theoreme 1.1 de [2] si v est non archimedienne, parla propo- 
sition 4.1 de [3] si u est archimedienne, ql:est triviale, done en relation 
avec la classe nulle 0,. de H2(Z(G,)). 11resulte alors du diagramme @ que 
q E H2(G) identifie av c son image n, q. dans n, H2(G,) est en relation 
avec la classe n, o, de n, H2(Z(G,,)) et de l’injectivite de jglc, dans (iJ que 
q est en relation avec la classe triviale o de H2(Z(c)), done que q est tri- 
viale. La surjectivite de I’application cobord 6’ resulte alors de la trivialite 
de toutes les classes de H*(G) (Remarque 4.2.10 et prop. 3.2.6(iii) et 
4.2.8(ii) du chap. IV de [9]). 
1.2. Remarque. Supposons, dans la proposition 1.1, que G ne soit plus 
necessairement deployt; lien(G) est representable [9,chap. IV, 1.2.1, 
p. 191 J par un groupe G’ quasi-deploye (l mme 1.1 de [Z]). G’ est une 
forme interieure de G qui admet un couple de Killing (B, F), i.e., constitue 
d’un Bore1 et d’un tore contenu dans ce Borel. Test un tore induit (propo- 
sition 3.13, expose XXIV de S.G.A.D. [15]) c’est a dire qu’il existe une 
extension galoisienne tinie K1 de K telle que H2(K, p) = H’(K,, G,). Pour 
que l’application cobord 6 ’ de la proposition 1.1 soit encore surjective, l 
suffit que K, satisfasse a lacondition (C). En d’autres termes, Ccrivant F 
sous la forme FL,,, (G,,,),, , il suffit que K, satisfasse a la condition (C) (ce 
qui est automatiquement realise iK est un corps de nombres ou un corps 
de fonctions sur un corps tini ou quasi&i du type a) (cf. debut du $1)). 
II. SURJECTIVITI? DE L'APPLICATION A: AL’(G)-+ JJL’(p) 
Soient K un corps global, G un K-groupe semi-simple, G un revetement 
universe1 de G, p le noyau de l’isogenie G -+ G que l’on supposera separable 
(il en sera insi dans toute la suite; cette condition destparabilite est auto- 
matiquement satisfaite s  l  corps de base est quasi-fini de la forme k,( T)), 
k, Ctant alors de caracttristique null ). Posons: 
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ILL’(G) = Ker H’(K, G) --) n H’(K,, G) , 
” I 
U’(p) = Ker 
1 
HW PL) + n H2W,, PL) , 
u I 
les produits etant tendus a toutes les places de K. 
2.1. PROPOSITION. Soit K un corps global satisfaisant h lacondition (C). 
Si K ne r&pond pas aux conditions a) et /3) du d&but du §I, supposons en plus 
G d&ploy& L’application A: llL’(G)+ Ill’(p) induite par le cobord 
6 ‘: H’(K, G) --) H2(K, ,u) est alors urjective. 
A s’instre dans le diagramme suivant: 
0 0 
IL’(G) --% JJL2(P) 
I i 
H’(K, G) - H’(K, G) 61 H2(K PU) 
I I I 
n H’(K,, G) - n H’W,, G)- n H2(fL P ). 
0 
Pour toute place u, l’application 6l: H’(K,, G) + H2(K,, p) est surjec- 
tive. En effet, on a rappel& dans la demonstration de la proposition 1.1 que, 
pour v archimedienne ounon, l’ensemble H2(c,) est compost uniquement 
de classes triviales. Di tinguons alors deux cas: 
(A) K est un corps de fonctions: Vu, H’(K,, G) = 0 puisque dim k f 1 
et l’application Sj: H’(K,, G) + H*( KU, p) est bijective (cf. [I ] ). La propo- 
sition 2.1 s’ensuit alors immtdiatement de la surjectivite de ~5~ (proposition 
1.1 et remarque 1.2). 
(B) K est un corps de nombres: Le diagramme c.BJ se complete alors 
de la man&e suivante: 
i i 
0 - JlL’(G) - JL’h.4 
1 1 I 0 III 
H’(K, G) - H’(K,G) - H2(K PL) 
1 I I 
fl H;(K,, G) - l-j H’k, G) - n H2(Kn P) 
UE(c-3) ” ” 
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od (cc) designe I’ensemble d s places archimediennes de K. La fleche 
ff’(K G) + Kc(m) H’(K,, c) dans la colonne verticale de gauche est 
bijective (cf., par exemple, Harder [lo]). Si IY EJlL2(~) et/I est un releve- 
ment de c1 dans H’(K, G) (qui existe puisque 6’ est surjective parla propo- 
sition 1.1 et la remarque 1.2), chassant sur les deux dernieres lignes du dia- 
gramme III, utilisant l’operation t rsion, on voit immediatement que /3 
Q appartient a All’(G). 
2.2. COROLLAIRE. Si K est un corps de nombres ouun corps de fonctions 
sur un corps fini, I’application A: JJL’(G) + IL’(p) est bijectiue ti tout Ie 
moins i G n’est pas de type E8 pour le I”cas. 
Ce dernier rtsultat apparaissait deja dans la note [3] (dans le cas d’un 
corps de nombres ou un corps de fonctions sur un corps lini ou quasi-fini 
du type a), I’hypothbse G deploye dans la proposition 2.1 et son corollaire 
2.2 n’est pas necessaire parla remarque 1.2). 
Soit c1 EllL2(p); a se remonte en un element fi de AL’(G). Soient alors 
1 + p -+ @ -+ GB + 1 la suite xacte 1+ p + G + G -+ 1 tordue par un 
cocycle d la classe /Iad et AB : ill ‘(CD) + JJL2(p) I’application induite par le 
cobord associt a 1 + ,n -+ GP + GP -+ 1. La fibre de A au-dessus deCI est en 
bijection avec la libre de AD au-dessus del’tlement o de llL2(p), c’est-a-dire 
avec llL’(G!) qui est rtduit a un unique lement puisque GB est un groupe 
semi-simple simplement connexe satisfaisant au Principe d Hasse. 
III. SLJRJECTIVIT~ DE H'(X, G)+H~(x,~) 
Soient K un corps global, X le spectre d l’anneau des entiers deK si K 
est un corps de nombres ou un mod&e projectif nonsingulier d  K si K est 
un corps de fonctions. Soient G un X-groupe semi-simple, G un revetement 
universe1 de G, p le noyau de l’isogenie G --* G (toujours suppose separa- 
ble). Posons: 
Hi(K, G) = Ker H’(K, G) + “rl, fwL G) 
ff$(K ~)=Ker ff2(K,p)+ fl ff2(K,, cc) .
v fink 1 
Si K est un corps de fonctions ou un corps de nombres purement imagi- 
naire, l’application 8::Hi(K, G) -+ H$(K, p) induite par le cobord 
6i: H’(K, G) + H2(K, p) n’est autre que l’application A du $11. Dans le cas 
oti K est un corps de nombres, Harder a dtmontrt dans [ 11, p. 1881 la sur- 
jectivitt de 6:. Si G est suppose deployi, compte tenu de la proposition 2.1
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dam les trois cas (a), (/I), (y) du debut de $1 pour lesquels K est un corps 
global satisfaisant 21 lacondition (C), l’application Sk est done surjective. 
Or Sk s’instre dans le diagramme suivant deja considere dans [ 1 l] et [7]: 
1 1 
H’(X, G) - H’(X, G) 61 
1 
H2(X PL) 
0 IV 
I I I 
H:(K, G) - H;(K, G) 6: fWK PL) 
oti H’(X, .) est mis pour Hi(Xep,p,T.,. ), i = 1, 2 et HH2(X,,,,) est le noyau de 
H’W, PL) + H2,(K PL) 4 H2(K PL). 
On peut ajouter une derniere ligne de 0 au diagramme IV, toutes les 0 
colonnes restant exactes (cf. [S]). La surjectivite de 6: est alors induite par 
la surjectivite de 6l: H’(X, G) + H2(X, p) qui rtsulte du thioreme 1.1 de 
[4] dans le cas ou K est a corps residuels finis, du lemme suivant 3.1 dans 
le cas oh K est un corps de fonctions enune variable sur un corps quasi-fini 
pour lequel (C) est satisfaite e  G deploy&. 
3.1. LEMME. Soit K un corps de fonctions en une variable sur un corps 
quasi-fini. Supposons que K satkfasse ci la condition (C). Soient X un modtile 
project$non singulier d  K, G un X-groupe semi-simple dkployt, G un revgte- 
ment universe1 de G, p le noyau de l’isogdnie G + G. Alors l’application 
6l: H’(X, G) -+ H2(X, p) est surjective. 
Soit p un tore maximal deploy& de G, F= (G,,)d oti d= rang(c). Comme 
la condition (C) est satisfaite, Br(X) = 0 [S], d’ou H*(X, T) = 0. 
3.2. Remarques. (1”) On peut aussi observer que H2(X, F) = 0 entraine 
la trivialitt de toutes les classes de H2(X, G) = H2(X, lien(G)) enutilisant le 
lemme 3.1 de [3]. 
(2”) Dans le cas dun corps de nombres, Harder fait resulter lasurjecti- 
vite de 6’ de celles de 6; et de d’ dans le diagramme IV [ll]. 0
(3”) L’hypothese G deploy6 dans le lemme 3.1 peut &tre affaiblie: la 
encore, il suffit que l’extension K1 associee a G dans le remarque 1.2 satis- 
fasse A la condition (C). Elle peut mCme &re supprimee si le corps de base 
quasi-f’ini est du type (a). 
Nous rtsumons les resultats nouveaux (par rapport a ceux de Harder) 
dans le thtoreme suivant: 
481/103/l-19 
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3.3. TH~OR~ME. Soit K un corps de fonctions e  une variable surun corps 
quasi-fini k. Supposons que K satisfasse  la condition (C). Soient X un 
modele projectif non singulier de K,G un X-groupe s mi-simple deploy&, G un 
revttement u iverse1 de G. Dans le diagramme suivant: 
I----+ H’(X, G) 0’ 0 
I 
H’(X, G
I 
W(G) 
1 
0 
I I - AL’(G) --fL JL2(P) 
les lignes et colonnes sont exactes tles trois applications d’, 6’,Asurjectives. 
L’hypothese G d ploye p ut Otre 6tPe si kest un corps quasi-f% dutype a). 
Plus generalement, ous avons: 
3.4. PROPOSITION. Soit K un corps global. Supposons que le noyau soit 
de la forme u, ou n est le nombre de feuillets du revetement G -+G (on peut 
toujours seramener $ce cas; cf. le cas ( 1) p. 169 de [ 111). Alors l’applica- 
tion d’ est surjective. 
En effet, llL*(,~) coincide alors avec le sous-groupe Br(X), des elements 
de n-torsion de Br(X) [a cet endroit apparait I’intCrCt d’interpreter le 
noyau de Br(K) -+ 1, Br(K,) en termes du groupe de Brauer de X]. La 
derniere colonne du diagramme @ n’est autre alors que la suite xacte de 
Kummer 
o 3 WX) ~ + H*(X, u,) + Br(X), -+ 0 
Pic( X)” 
(cf. #II de [6]). HH2(Xz,,, cl) s’identifie alors a Pic(X)/Pic(X)n L’obstruc- 
tion a relever unelement de Pic(X)/Pic(X)n en un Clement de H1(Xz,,, G)
appartient a H2(Xz,,, F)qui est nul puisque Br,,,(X) = H2(XZa,, G ) = 0 
puisque dim.X,< 1. D’ailleurs, le mCme argument de dimension montre que 
l’application d’ est encore surjective m&me si G n’est plus uppose dtploye 
et p de la forme p”. 
3.5. Remargue. Dans le paragraphe suivant, nous verrons un exemple 
de surjectiviti de I’application ~5~ sans hypothtse d  loi de reciprocite sur K. 
Pour cela, il suIIira que dans le diagramme 0, l’application A soit surjec- 
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tive (comme on l’a rappele plus haut en remarque 3.2, no 2, c’ttait la
methode employee par Harder pour montrer la surjectivitt de 6’dans le 
cas des corps de nombres). 
IV. APPLICATION ti LA COHOMOLOGIE DES SCH~MAS EN GROUPES SEMI-SIMPLES 
SUR LES COURBES PROJECTIVES SUR SPEC kO[[T]] 
Soient Vun schema propre sur spec k,[ [ r]] (k, algebriquement clos de 
caracteristique 0) irreductible, non singulier, de dimension 2, X la courbe 
generique suppode non singuliere t irreductible (e le est ouverte dans V), 
X,, la libre speciale supposee irreductible, K  corps des fonctions de X, KO 
celui de X,,. V/spec k,[ [ r]] peut etre obtenu par localisation dunesurface 
v detinie sur k,. On supposera enplus que X admet un point rationnel sur 
k = M( VI. 
Soit K, le corps k,(( T)) .KO = K,(( T)); K, s’interprete don comme le 
corps des series formelles en T sur le corps residue1 K,; il a meme genre que 
KO (voir, par exemple, M. Eichler, “Introduction t  the Theory of Alge- 
braic Numbers and Functions,” p.136). K est une extension algebrique 
linie de K, admettant aussi KO pour corps rtsiduel; K est done aussi un 
corps complet pour la valuation prolongeant lavaluation deK, dtfinie par 
T; K est evidemment ramilie sur K,. 
Soient G un I/-schema engroupes emi-simples d ploy&, G un revete- 
ment simplement connexe de G, p le noyau de l’isogenie G + G. Dans la 
suite, lesymbole llLi( * ), i = 1 ou 2, aura la signification qui lui est donnee 
au debut du $11 en prenant pour K le corps des fonctions de la libre generi- 
que X. Le corps residue1 KOde K etant C,, nous pouvons appliquer de
nouveau les resultats de [l] qui gtneralisent au cas des corps locaux a
corps residue1 dedimension cohomologique 6 1 les resultats cohomologi- 
ques bien connus des corps locaux acorps residue1 fini. En particulier, on a 
la bijectivite du cobord 6l: H’(K, G) + H2( K, p) [la demonstration de [ 1 J 
repose sur l’existence dans les groupes implement connexes de K-sous- 
groupe d’ Iwahori relevant a la man&e de Bruhat et Tits les K,-sous- 
groupes de Bore1 dont l’existence est assume par le fait que dim K, 6 11. 
Revenons maintenant au role de K comme corps des fonctions sur 
k = k,(( T)): pour tout point fermt ude X, par une nouvelle application du 
rtsultat precedent, le corps residue1 deK, etant quasi-fini done de dimen- 
sion cohomologique < 1, l’application cobord H’ (K,, G) + H2( K,, p) est 
aussi bijective. La bijectiviti desapplications H’(K, G) -+ H2(K, p) et 
H’( K,, G) 4 H*(K,, u) pour toute k-valuation u de K implique: 
4.1. PROPOSITION. Sous les conditions prCc.&den tes, l’application 
A: ILL’(G) + AL*(p) est bijectiue. 
La remarque 3.5 s’applique alors, d’ou: 
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4.2. COROLLAIRE. Les hypotheses etant celles de 4.1, si pest en plus up- 
pose de la forme u,,, l’application 6’: H’(X, G) -+ H*(X, u) est subjective. 
4.3. LEMME. Supposons le noyau ,u de G + G de la forme un. Alors 
AL*(p) = llL ‘(p,J = H’(k, J), =
oti Jest. lajacobienne de X, g le genre de X et E l’entier de Ogg [ 13, Theo- 
reme 3-(3)] associe a la reduction m d((T)) de J. 
En effet, par le lemme 1.1 de [S], llL2(pL,)= Br(X), = H’(k, Pit(X)),. 
Puisqu’il existe un point de J rationnel sur k, l’indice [ 121 de J est 1. La 
suite xacte [7] 
ff’(G,, J(@) - P(G,, Pit(8)) deg * Z- H’(G,, J(k)) 
---+ H’(Gk, Pit(8)) - 0 
de [8] montre alors que H1(Gk, J(k)) N H’(G,, Pit(x)), d’ou la deuxibme 
Cgalite dulemme 4.3. La troisieme Cgalite d 4.3 rtsulte d Ogg [ 13, Theo- 
rbme 11. 
Si, en particulier, dans le lemme 4.3, J a une reduction additive, 
H’(k, J) = 0 et llL2&) = 0,Vn Z 1; c’est le cas deja consider+ (cf. debut $1) 
ou K satisfait a lacondition (C). 
4.4. COROLLAIRE. 111 ‘(G) =0 si G= G est simplement connexe etsi G est 
non simplement connexe, llL ‘(G) =0 si et seulement si E= 2g, i.e., si et seule- 
ment si Br(X) =0, i.e. siet seulement si K satisfait a (C). 
Consequence immediate de la proposition 4.1compte tenu du lemme 4.3. 
On retrouve dans la situation particuliere considerte ici un resultat general 
de Harder (invent. Math. 6 (1968), p. 107-149, Theor. 3.6) selon lequel 
IL’(G)=0 si g=O. 
Si E = 2g, tout K-groupe semi-simple d ploye st done “special” au sens 
de [S]. 
4.5. COROLLAIRE. Supposons G non simplement connexe et Ill:(G)= 
llL ‘(G) =0. Soit L/K une extension cyclique; si l!L L(G) =Ker(H’( L, G) + 
IL H’(L,, G)} = 0, a ors 1 L/K satisfait a la loi de reciprocite. 
En effet, sous l’hypothese Ill:(G) = 0, si U,!(G) = 0, les noyaux des 
homomorphismes Br(K) + n, Br(K,) et Br(L) -+ JJw, Br(L,.) sont nuls, 
d’oh l’exactitude de lasuite: 
z 
0 -+ H*(L/K, L*) + H*(L/K, I,) + nZ -+ 0 (***I 
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od I, = groupe des ideles deL, n = degre de L/K. L/K satisfait donea la loi 
de reciprocite (cf. [14]: (*, *, *) nest autre que la suite xacte (l)‘, p. 326 
de [14]; cf. aussi l’errata de [8]). 
4.6. PROPOSITION. Sous les hypothises tnotations duddbut du §IV, nous 
avons: 
(1”) H‘(vz,,, G) = H’(K G), 
(2”) H1(Xz,,, G) N H’(X, G) si G = g est simplement connexe, 
(3") H1(&,,, GkH'V, G) si et seulement siK satisfait L  la condi- 
tion (C). 
(1”) rtsulte du theoreme de changement de base propre: 
H’( K G) G H’(&, G) = H’W,),,,, G) (corollaire 5.2(ii), expose XII de 
S.G.A.A.). (2”) et (3”) resultent du corollaire 4.4. 
Nous pouvons appliquer a la surface v et par consequent a V le 
lemme 6.2 de l’article de M. P. Murthy et R. G. Swan (Vector bundles 
over affine surfaces, Invent. Math. 36 (1976)): Tout fibre vectoriel sur 
l’ouvert X s’etend a un fibre vectoriel sur I/ tout entier. Pour le groupe 
G = G= SL(n) (et aussi pour le groupe G = G=Sp(n)), l’application 
H’( vzm G) -+ H’(X,,,. G) est done surjective et l’isomorphisme (2”) de la 
proposition 4.6 est induit par l’isomorphisme (1”). 
4.7. Remarque. Soient Y une courbe projective, non singuliere, definie 
sur un corps quasi-lini k, X+ Y une surface &glee de base Y, G un 
X-schema semi-simple d ploy& G un rev&tement universe1 de G, p le noyau 
de l’isogtnie G + G supposee separable, T un X-tore maximal deploy& de 
G, f: xzar -+ x ( = &,.,I) 1 e morphisme nature1 de sites. Nous avons le 
diagramme suivant [6, p. 691: 
0 - ff’(Yz,,, G) - H’(&,,, G) - 
H’(P$, T) 
w 
I I I 
o- H’(Y,G) - H’(X,G) - H’(P& T, 
I I I 
0 - It’( Y, R’f, G) - @(X, R'f, G) - 0 
I 
0 
d’ou l’on tire FZ(‘( Y,R'f* G) 2: @'(X, R'f, G). Or FF’( Y, R'f, G) est iso- 
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morphe B H\(k( Y), G) (cf. [6, p. 771). On voit alors que, si p est de la 
forme pu,, la surjectivitt de I’application cobord 6’: H’(X, G) + H’(X, p) est 
Cquivalente A la surjectivitii de I’application A: 
Hk(k( Y), G) --* Br( Y), = Br(X), .
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